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1 ÅÉÓÁÃÙÃÇ

Ïñéóìüò 1.1 .
ÌåôÜèåóç åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ S åßíáé ìßá 1-1 áðåéêüíéóç ð : S → S. Óõìâïëßæïõìå ìå G(S)

ôï óýíïëï ôùí ìåôáèÝóåùí ôïõ S êáé ìå Gn ôï óýíïëï ôùí ìåôáèÝóåùí óå n óýìâïëá.

Ïñéóìüò 1.2 .
ÄñÜóç ôçò ïìÜäïò Góôï Såßíáé ìßá áðåéêüíéóç : Gx S → S : (g; s) → g · s, þóôå íá

éêáíïðïéïýíôáé ïé éäéüôçôåò :

{
(gh)s=g(sh);
es=s, ∀ g; h ∈ G; s ∈ S

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 1.3 .

Ãéá óôáèåñü g∈Gç áðåéêüíéóç óg
S → S
(s) → óg(s) = gs

åßíáé ìßá ìåôÜèåóç ôïõ S ìå áíôßóôñïöç

ôçí áðåéêüíéóç óg−1 êáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 1.4 Óõìâïëéóìïß.
Óõìâïëßæïõìå ðáñáêÜôù ùò åîÞò :

1. G(S) : ôï óýíïëï ôùí ìåôáèÝóåùí ôïõ S

2. GL(V ) : ç ïìÜäá ôùí áíôéóôñÝøéìùí ãñáììéêþí åíäïìïñöéóìþí ôïõ V

3. GLd : ç ïìÜäá ôùí áíôéóôñÝøéìùí dxd ðéíÜêùí ôïõ C

4. Matd : ç Üëãåâñá ôùí dxd C-ðéíÜêùí

2 ÁíáðáñáóôÜóåéò

Ïñéóìüò 2.1 .
¸íáò ä÷ V ëÝìå üôé åßíáé Ýíá G - ðñüôõðï, áí Ý÷ïõìå ìßá ãñáììéêÞ äñÜóç ôçò Gåðß ôïõ V,

äçëáäÞ áí Ý÷ïõìå ìßá áðåéêüíéóç
GxV → V
(g; õ) → gõ

ôÝôïéá, þóôå :

1.g(a+ b) = ga+ gb
2.g(ëv) = ë(gv)
3.(g1g2)v = g1(g2v); ∀a; b; v ∈ V; g; g1; g2 ∈ G ë ∈ k
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2 ÁÍÁÐÁÑÁÓÔÁÓÅÉÓ

Ïñéóìüò 2.2 .
ÁíáðáñÜóôáóç ôçò Gåßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ñ:G→ GL(V). Ï ñ äßíåé óôï V äïìÞ

G-ðñïôýðïõ. Ç äéÜóôáóç d = dim CV ëÝãåôáé âáèìüò Þ äéÜóôáóç ôçò ñ.

Ðñüôáóç 2.3 .
Áí ï V åßíáé Ýíá G-ðñüôõðï êáé ïñßóïõìå gf ∈ V ∗ ìå (gf)(v) = f(g−1v), ôüôå ï V ∗ åßíáé åðßóçò

G-ðñüôõðï.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 2.4 .
ÅðéëÝãïíôáò ìßá âÜóç ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ V, ùò ðñïò ôïí ïðïßï Ý÷ïõìå ôçí áíáðáñÜóôáóç

ôçò G, ôüôå ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíáí ïìïìïñöéóìü ÷ : G→ GLd.

ÐáñÜäåéãìá 2.5 .

Áí G = {e; g}; g2 = e, ôüôå ç ÷ : G → GL2 ìå ÷(e) =

(
1 0

0 1

)
÷(g) =

(
0 1

1 0

)
åßíáé

áíáðáñÜóôáóç ôçò Gâáèìïý 2.

Ðñüôáóç 2.6 .
Ç äñÜóç ôçò Gåðåêôåßíåôáé óôï CSùò åîÞò :

g(c1s1 + :::+ cnsn) = c1(gs1) + :::+ cn(gsn) ∈ CS

ãéá g∈ G, ci ∈ C êáé ôï CSêáèßóôáôáé G- ðñüôõðï âáèìïý n. Ç áíôßóôïé÷ç áíáðáñÜóôáóç êáëåßôáé
áíáðáñÜóôáóç ìåôáèÝóåùí.

ÐáñÜäåéãìá 2.7 .
Áí G= {e,g}, g2 = e äñá åðß ôïõ S = {s1; s2} ìå es1 = s1; es2 = s2; gs1 = s2; gs2 = s1 ôüôå

ç áíôßóôïé÷ç áíáðáñÜóôáóç óôï V= CS = {c1s1 + c2s2; c1; c2 ∈ C} ùò ðñïò ôç âÜóç S = {s1; s2}
åßíáé áõôÞ ôïõ ðáñáäåßãìáôïò 2.5. 3

ÐáñÜäåéãìá 2.10 .
Ç áíáðáñÜóôáóç ôçò G = {ã1; ã2; ::; ãì} óôï CG = {á1ã1 + :::+ áìãì : áé ∈ C} ïñßæåôáé áðü

ôç äñÜóç ôçò Góôïí åáõôü ôçò êáé ëÝãåôáé êáíïíéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôçò Gêáé Ý÷åé âáèìü ì=ðëçèéêüò
áñéèìüò ôçò G.
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3 ÁÍÁÃÙÃÅÓ ÁÍÁÐÁÑÁÓÔÁÓÅÉÓ ÊÁÉ ÔÏ ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ MASCHKE

3 ÁíÜãùãåò áíáðáñáóôÜóåéò êáé ôï èåþñçìá ôïõ Maschke

Èåþñçìá 3.1 .
Áí V,W åßíáé G- ðñüôõðá, ôüôå êáé ôï åõèý Üèñïéóìá áõôþí åßíáé G- ðñüôõðï, èÝôïíôáò :

g(v ⊕ w) = gv ⊕ gw; ∀ g ∈ G; v; w ∈ W

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 3.2 .
Áí Â,Ã åßíáé âÜóåéò ôùí ä÷ V,W áíôßóôïé÷á, ôüôå ùò ðñïò ôç âÜóç B ∪ Ã ïé ðßíáêåò ôçò

áíáðáñÜóôáóçò ôçò Góôï åõèý Üèñïéóìá V ⊕W èá åßíáé ôçò ìïñöÞò :
(
A(g) 0

0 B(g)

)

Ïñéóìüò 3.3 .
¸óôù V ÝíáG-ðñüôõðï. Ìßá õðïáíáðáñÜóôáóç ÞG- õðïðñüôõðï ôïõ V åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò

õðü÷ùñïò W ôïõ V, þóôå : gw ∈ W; ∀g ∈ G;w ∈W . Ï W ëÝãåôáé G-áíáëëïßùôïò õðü÷ùñïò
ôïõ V. To W ëÝãåôáé ìç ðñïöáíÝò G- õðïðñüôõðï, áí W 6= {0}; V .
Ç áíáðáñÜóôáóç V ëÝãåôáé áíÜãùãç (irreducible), áí äåí Ý÷åé ìç ðñïöáíåßò G- õðïáíáðáñáóôÜóåéò.
ÄçëáäÞ ãéá Ýíá G-ðñüôõðï ôá ìüíá G-áíáëëïßùôá õðïðñüôõðÜ ôïõ åßíáé ôï ôåôñéììÝíï êáé ïëüêëçñïò
ï ÷þñïò.

Èåþñçìá 3.4 Maschke.
¸óôù GðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé V 6= {0} G- ðñüôõðï äéÜóôáóçò ä, ôüôå :

V = W1 ⊕W2 ⊕ : : :⊕Wä

ãéá êÜðïéá áíÜãùãá G- õðïðñüôõðá Wi ôïõ V.

Ïñéóìüò 3.5 Gáíáëëïßùôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï.
¸íá åóùôåñéêü ãéíüìåíï <;> óôï V ëÝãåôáé G-áíáëëïßùôï, áí éó÷ýåé :

< gv; gw >=< v;w >; ∀g ∈ G; v; w ∈W

ËÞììá 3.6 .
Ôï ïñèïãþíéï óõìðëÞñùìá åíüòG- õðïðñïôýðïõ ìÝóù åíüòG- áíáëëïßùôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ

ðáñáìÝíåé G- õðïðñüôõðï.
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4 G- ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ ÊÁÉ ÔÏ ËÇÌÌÁ ÔÏÕ SCHUR

4 G- ïìïìïñöéóìïß êáé ôï ëÞììá ôïõ Schur

Ïñéóìüò 4.1 .
Áí V,W äýï G-ðñüôõðá, ôüôå ìßá áðåéêüíéóç ìåôáîý ôùí V,W êáëåßôáé G-ïìïìïñöéóìüò, áí

åßíáé ãñáììéêÞ êáé äéáôçñåß ôç äñÜóç ôçò ïìÜäáò, äçëáäÞ :

ö : V → W

ö(gv) = gö(v); ∀ g ∈ G; v ∈ V

Ï ö ëÝãåôáé G-éóïìïñöéóìüò, áí åðéðëÝïí åßíáé éóïìïñöéóìüò äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí. Ïé V,W
ëÝãïíôáé éóüìïñöá G- ðñüôõðá, áí õðÜñ÷åé G- éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôïõò.

ËÞììá 4.3 .
Áí V åßíáé G-ðñüôõðï êáé W G-áíáëëïßùôïò õðü÷ùñüò ôïõ, ôüôå ôï ðçëßêï:

V=W = {v +W : v ∈ V } ãßíåôáé G-ðñüôõðï, ïñßæïíôáò:

g(v +W ) = gv +W; ∀g ∈ G; v ∈ V

êáé ç öõóéêÞ ðñïâïëÞ : V → V=W åßíáé G-ïìïìïñöéóìüò.
Áí V,W åßíáé G-ðñüôõðá êáé ö:V→ W G-ïìïìïñöéóìüò, ôüôå ï ðõñÞíáò kerö = {v ∈ V :

ö(v) = 0} êáé ç åéêüíá Imö = {ö(v) : v ∈ V } åßíáé G-áíáëëïßùôïé õðü÷ùñïé ôùí V,W áíôßóôïé÷á.
Ï óõíðõñÞíáò cokerö = W=Imö Ý÷åé ôç äïìÞ G-ðñïôýðïõ üðùò óôï ðçëßêï.

Èåþñçìá 4.4 ËÞììá Schur.
¸óôù V,W áíÜãùãá G- ðñüôõðá êáé ö: V→ W G- ïìïìïñöéóìüò, ôüôå :

á) ö(ù)=0, ãéá êÜèå ù∈ V, åßôå ï ö åßíáé G- éóïìïñöéóìüò(ÄçëáäÞ åßôå kerö=0, åßôå kerö=V).
â)Áí W=V êáé ï ö åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå õðÜñ÷åé c ∈ C− {0} ìå ö(ù)=cù, ãéá êÜèå ù∈ V.

Ðüñéóìá 4.5 .
ÊÜèå áíÜãùãç áíáðáñÜóôáóç ìßáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò G Ý÷åé âáèìü 1.

Ðüñéóìá 4.6 .
ÊÜèå áíÜãùãç áíáðáñÜóôáóç ôçò êõêëéêÞò ïìÜäáò: G = {gn = e; g; :::; gn−1} åßíáé ôçò ìïñöÞò

ñ:G→ C ìå ñ(gi) = æi, ãéá æ êÜðïéá íéïóôÞ ñßæá ôçò ìïíÜäáò.
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5 ×ÁÑÁÊÔÇÑÅÓ

5 ×áñáêôÞñåò

Ïñéóìüò 5.1 ×áñáêôÞñáò.
¸óôù ìßá áíáðáñÜóôáóç ñ : G → GL(V ); d = dim CV . Ï ÷áñáêôÞñáò ÷ (Þ ÷ñ Þ ÷V ) ôçò

ñ åßíáé ìßá óõíÜñôçóç : ÷=÷ñ : G → C ìå ÷(g) = tr(ñ(g)|V ) , ôï ß÷íïò ôïõ ñ(g):V→ V. ¸íáò
÷áñáêôÞñáò ëÝãåôáé áíÜãùãïò áí ç ñ åßíáé áíÜãùãç. Âáèìüò ôïõ ÷áñáêôÞñá ÷ ëÝãåôáé ï âáèìüò d
ôçò ñ. ÄçëáäÞ, ï ÷áñáêôÞñáò ìßáò áíáðáñÜóôáóçò åßíáé ìßá óõíÜñôçóç, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß êÜèå
óôïé÷åßï ôçò ïìÜäáò óôï ß÷íïò ôïõ áõôïìïñöéóìïý ðïõ ïñßæåé ôï óôïé÷åßï ìÝóù ôçò áíáðáñÜóôáóÞò
ôçò.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.2 .
Ðñïöáíþò áí Ý÷ïõìå ìßá áíáðáñÜóôáóç ðéíÜêùí ôçò ïìÜäïòG ôüôå ï ÷áñáêôÞñáò ôçò áíáðáñÜóôáóçò

ïñßæåôáé áðü ôï ß÷íïò ôïõ ðßíáêá, ï ïðïßïò áíôéóôïé÷åß óå êÜèå óôïé÷åßï ôçò ïìÜäïò.

Ðüñéóìá 5.5 .
Áí ÷reg Ýéíáé ï ÷áñáêôÞñáò ôçò êáíïíéêÞò áíáðáñÜóôáóçò CG ôçò G ôüôå :

÷reg(g) =

{
|G|; g=e
0; äéáöïñåôéêá

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.6 .
¸óôù ÷,ø ÷áñáêôÞñåò ôùí áíáðáñáóôÜóåùí V,W ôçò G áíôßóôïé÷á, ôüôå :

i) ÷(e) = dim CV
ii) ÷(hgh−1) = ÷(g); ∀ g; h ∈ C, äçëáäÞ Ýíáò ÷áñáêôÞñáò åßíáé óôáèåñüò óå êÜèå êëÜóç óõæõãßáò
ôçò G.
iii) Áí ïé V,W éóüìïñöåò áíáðáñáóôÜóåéò, ôüôå : ÷(g) = ø(g); ∀ g ∈ G.

Ïñéóìüò 5.7 .
Áí ÷; ø : G → C ïñßæïõìå ôï åñìçôéáíü ãéíüìåíï :

< ÷; ø >=
1
|G|

∑

g∈G
÷(g)ø(g)

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 5.8 .
Ãéá ÷áñáêôÞñåò ÷; ø : G→ C Ý÷ïõìå :

< ÷; ø >=
1
|G|

∑

g∈G
÷(g−1)ø(g)
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5 ×ÁÑÁÊÔÇÑÅÓ

Èåþñçìá 5.9 .
¸óôù ñ1; ñ2; ::: ïé êëÜóåéò éóïìïñößáò ôùí áíáãþãùí áíáðáñáóôÜóåùí ôçò G êáé ÷1; ÷2; ::: ïé

÷áñáêôÞñåò ôïõò áíôßóôïé÷á, ôüôå :
i)(ïñèïãùíéüôçôá)

< xi; yi >=

{
1; i = j
0; i 6= j

ii) ÕðÜñ÷ïõí ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò êëÜóåéò éóïìïñößáò áíÜãùãùí áíáðáñáóôÜóåùí óôçí G, ôüóåò
üóåò êáé ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôçò G.
iii)

|G| =
∑

i

(dim÷i)2

ÐáñáôÞñçóç : Äýï éóüìïñöåò áíáðáñáóôÜóåéò Ý÷ïõí åñìçôéáíü ãéíüìåíï ÷áñáêôÞñùí 1, åíþ ïé ìç
éóüìïñöåò áíáðáñáóôÜóåéò Ý÷ïõí åñìçôéáíü ãéíüìåíï ÷áñáêôÞñùí 0.
ÐáñáôÞñçóç: Cl C(G) = {f : G→ C} óôáèåñÝò óå êÜèå êëÜóç óõæõãßáò ôçò G ìå åñìçôéáíü
ãéíüìåíï : < á; â >= 1

|G|
∑

g∈G á(g)â(g)

Ðüñéóìá 5.10 .
Ïé áíÜãùãïé ÷áñáêôÞñåò ôçò G áðïôåëïýí ìßá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ Cl C(G) ùò ðñïò ôï <;>.
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8 ÐÅÑÉÏÑÉÓÌÏÓ ÊÁÉ ÅÐÁÃÙÃÇ

6 Ôáíõóôéêü ãéíüìåíï êáé Hom

Ïñéóìüò 6.1 .
Ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï (tensor product) V

N
C W = V

⊗
W ôùí C- äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí V,

W åßíáé ôï óýíïëï ôùí C- ãñáììéêþí óõíäõáóìþí :

∑

i;j

cijvi ⊗ wj ; cij ∈ C; vi ∈ V;wj ∈W

ìå ó÷Ýóåéò :
(c1v1 + c2v2)⊗ w = c1v1 ⊗ w + c2v2 ⊗ w

v ⊗ (d1w1 + d2w2) = d1v ⊗ w1 + d2v ⊗ w2

7 ÐñïâïëÝò êáé ïñèïãùíéüôçôá

8 Ðåñéïñéóìüò êáé åðáãùãÞ
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9 ÄÉÁÌÅÑÉÓÅÉÓ ÁÊÅÑÁÉÙÍ

9 Äéáìåñßóåéò áêåñáßùí

9.1 ÕðïïìÜäåò Young êáé ôáìðëþ

Ïñéóìüò 9.1 .
ÄéáìÝñéóç ( Þ ìåñéóìüò) ôïõ n ∈ N åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ë = (ë1; ë2; ::; ëê) ∈ N∗ ìå ë1 ≥ ë2 ≥

::: ≥ ëê ≥ 1 êáé ë1 + ë2 + :::+ ëê = n.
Ôá ëé ëÝãïíôáé ìÝñç ôïõ ë. ÃñÜöïõìå ë ` n êáé ë=< 1m1 ; 2m2 ; :::; nmn > áí mi = #{1 ≤ j ≤ k :

ëj = i}

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 9.2 .
Ðñüêåéôáé ãéá ôïõò ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò ìðïñþ íá ãñÜøù Ýíáí áêÝñáéï í ùò Üèñïéóìá

ìéêñüôåñþí ôïõ äéáôåôáãìÝíùí óå öèßíïõóá óåéñÜ.

ÐáñÜäåéãìá 9.2 .
Ï áñéèìüò í=15 ìðïñåß íá äéáìåñéóèåß : ë=(5,4,4,2), ç ïðïßá ìðïñåß íá ãñáöåß åðßóçò : (10; 21; 30; 42; 51)

êáé íá ðáñáóôáèåß ìå ôá äéáãñÜììáôá Young: êáé Ferrers:

· · · · ·
· · · ·
· · · ·
· ·

Åðßóçò óå

êÜèå ìåôÜèåóç ð ∈ Sn ìðïñïýìå íá áíôéóôïé÷ßóïõìå ìßá äéáìÝñéóç ë ôïõ í, èÝôïíôáò ìé ôï ðëÞèïò
ôùí êýêëùí ìÞêïõò é ôçò ð. Ãéá ðáñÜäåéãìá óôçí ð = (1 7 2 11)(3 15 9 12 6)(4 10 8 14)(5 13)

ìðïñïýìå íá áíôéóôïé÷ßóïõìå ôç äéáìÝñéóç ë=(5,4,4,2). Ôï ë ëÝãåôáé ôýðïò (type) ôçò ð.

ËÞììá 9.3 .
á) Äýï ìåôáèÝóåéò ôçò Sn áíÞêïõí óôçí ßäéá êëÜóç óõæõãßáò, áíí Ý÷ïõí ôïí ßäéï ôýðï.

â) Áí ë=< 1ì1 ; 2ì2 ; :::; íìí >` í ôüôå ç êëÜóç óõæõãßáò ôçò Sn ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ë Ý÷åé: í!
æë

óôïé÷åßá üðïõ æë = 1ì1ì1! · 2ì2ì2!·; :::; ·íìíìí!.

Ïñéóìüò 9.4 ÄéáôÜîåéò äéáìåñßóåùí.
ÃñÜöïõìå ëB ì Þ(ì C ë) êáé ëÝìå üôé ôï ë êõñéáñ÷åß ôïõ ì (dominates), áí :

ë1 + ë2 + :::+ ëé ≥ ì1 + ì2 + :::+ ìé; ∀i ≥ 1

ÃñÜöïõìå ë >rlex ì (áíôßóôñïöç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç) áí ç ðñþôç äéáöïñÜ ëé − ìé ðïõ äå
ìçäåíßæåôáé åßíáé èåôéêÞ. Ç äéÜôáîç ôçò êõñéáñ÷ßáò åßíáé ìåñéêÞ, åíþ ç áíôßóôñïöç ëåîéêïãñáöéêÞ
äéÜôáîç åßíáé ïëéêÞ ãéá ôï óýíïëï ôùí äéáìåñßóåùí.

ËÞììá 9.5 .
Áí ë,ì ` í êáé ëB ì ⇒ ë ≥ rlexì.

ÄçëáäÞ áí ìßá äéÜôáîç êõñéáñ÷åß ìßáò Üëëçò ôüôå èá åßíáé êáé áíôéóôñüöùò ëåîéêïãñáöéêÜ ìåãáëýôåñç.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 9.6 .
Ïé ó÷Ýóåéò C êáé ≤ rlex åßíáé ìåñéêÝò äéáôÜîåéò óôï óýíïëï ôùí äéáìåñßóåùí ôïõ í.

Áí ë = (ë1; ë2; :::; ëê) ` í ç õðïïìÜäá Young ôçò Sn ôýðïõ ë åßíáé ôï åõèý ãéíüìåíï : Së =

S({1; 2; ::; ë1}) × S({ë1 + 1; ::; ë1 + ë2}) × ::: × S({n − ëê + 1; ::; n}) = Së1 × ::: × Sëê . ÄçëáäÞ

sotirishasapis@yahoo.gr ÓùôÞñéïò Ä. ×áóÜðçò
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9 ÄÉÁÌÅÑÉÓÅÉÓ ÁÊÅÑÁÉÙÍ 9.1 ÕðïïìÜäåò Young êáé ôáìðëþ

ðñüêåéôáé ãéá ôï åõèý ãéíüìåíï ôùí ìåôáèÝóåùí óôá ðñþôá ë1 óôïé÷åßá ìå ôá åðüìåíá ë2 óôïé÷åßá
êëð.
¸íá ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë åßíáé ìßá 1-1 áíôéóôïé÷ßá ôùí óôïé÷åßùí ôïõ [í] ìå ôá ôåôñÜãùíá ôïõ
äéáãñÜììáôïò Young ôïõ ë. ÄçëáäÞ ðáßñíïõìå ôï äéÜãñáììá Young ó÷Þìáôïò ë`n êáé ôïõ áíôéóôïé÷ïýìå
ôá íïýìåñá 1,2,...,n.

ÐáñÜäåéãìá 9.7 .
ë=(5,4,4,2)`15, ôüôå :

Së = S({1; 2; ::; 5})× S({6; 7; 8; 9})× S({10; 11; 12; 13})× S({14; 15})

êáé Ýíá ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë åßíáé :

3 14 6 11 2
7 12 1 5
13 4 15 8
10 9

ËÞììá 9.7 .
¸óôù ë,ì `í. Áí Ô,Ó ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë êáé ì áíôßóôïé÷á êáé ãéá êÜèå ãñáììÞ ñ ôïõ Ó ôá

óôïé÷åßá ôçò ñ åìöáíßæïíôáé óå äéáöïñåôéêÝò áíÜ äýï óôÞëåò ôïõ Ô, ôüôå ëBì.

ÐáñÜäåéãìá 9.8 .

ë = (5; 4; 4; 2) D ì = (4; 4; 3; 3; 1), äçëáäÞ ëD ì. T=

1 2 3 4 5
6 7 8 9
10 11 12 14
15 13 êáé S=

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11
12 13 14
15

sotirishasapis@yahoo.gr ÓùôÞñéïò Ä. ×áóÜðçò
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10 SPECHT MODULES

10 Specht Modules

Óõìâïëéóìüò : ¸óôù Ô ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë`í, ôüôå óõìâïëßæïõìå ìå :

R(T) = {ð ∈ Sí : Ç ð äéáôçñåß ôéò ãñáììÝò ôïõ Ô}

C(T) = {ð ∈ Sí : Ç ð äéáôçñåß ôéò óôÞëåò ôïõ Ô}

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 10.1 .
Áí ð ∈ Sn Ý÷ïõìå :

á) R(ðÔ) = ðR(T )ð−1

â) C(ðÔ) = ðC(T )ð−1

Ïñéóìüò 10.2 .
ÔáìðëïåéäÝò ( tabloid) ó÷Þìáôïò ë åßíáé ìßá áðü ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôïõ óõíüëïõ ôùí

ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë üðïõ äýï ôáìðëþ èåùñïýíôáé éóïäýíáìá (Ô,Ô ′), áí T ′ = ðÔ, ãéá êÜðïéï ð∈ R(T) .
ÄçëáäÞ, Ýíá ôáìðëïåéäÝò åßíáé ìßá êëÜóç éóïäõíáìßáò ðïõ äçìéïõñãåßôáé áðü ôç äñÜóç ôçò õðïïìÜäáò
R(T ) óôï óýíïëï ôùí tableau.

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 10.3 ÐëÞèïò ôáìðëþ êáé ôáìðëïåéäþí ó÷Þìáôïò ë.
¸óôù ë = (ë1; ë2; ::; ëì) ` í ôüôå êÜèå ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë üðùò ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ôï

äéáëÝîïõìå ìå í! ôñüðïõò. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ áí èåùñÞóïõìå ôá ôáìðëïåéäÞ ôüôå ìðïñïýìå

íá åðéëÝîïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ìå

(
í
ë1

)
ôñüðïõò, ôç äåýôåñç ãñáììÞ ìå

(
í − ë1

ë2

)
ôñüðïõò

êáé ãåíéêÜ ôçí ê ãñáììÞ ìå í − ë1 − ë2 − ::: − ëê−1 áíÜ ëê ôñüðïõò, Üñá óõíïëéêÜ õðÜñ÷ïõí :(
í
ë1

)(
í − ë1

ë2

)
...

(
í − ë1 − ë2 − :::− ëê−1

ëê

)
ôñüðïé íá öôéÜîïõìå Ýíá ôáìðëïåéäÝò.

Ïñéóìüò 10.3 .
Ç ïìÜäá Sn äñÜ óôï óýíïëï ôùí ôáìðëïåéäþí ó÷Þìáôïò ë`n ìå äñÜóç :

ð{Ô} = {ðÔ}; ãéá ð ∈ Sn

. Óõìâïëßæïõìå ìå Ìë ôï áíôßóôïé÷ï Sn-ðñüôõðï.

Ïñéóìüò 10.4 .
¸íá G-ðñüôõðï V ëÝãåôáé êõêëéêü (ðáñáãüìåíï áðü ôï v), áí õðÜñ÷åé v ∈ V , þóôå :

V = C{gv : g ∈ G}

.

Ðñüôáóç 10.5 .
Ôï Ìë åßíáé êõêëéêü Sn-ðñüôõðï éóüìïñöï ìå ôçí áíáðáñÜóôáóç ôùí ðëåõñéêþí êëÜóåùí :

C · Sn=Së = 1 ↑SnSë ; üðïõ Së ç õðïïìÜäá Young ôýðïõ ë.

sotirishasapis@yahoo.gr ÓùôÞñéïò Ä. ×áóÜðçò
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10 SPECHT MODULES

Ïñéóìüò 10.6 .
ÐïëõôáìðëïåéäÝò ó÷Þìáôïò ë` í åßíáé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ Ìë = Sn − ðñüôõðï ôùí ôáìðëïåéäþí

ôçò ìïñöÞò :
eÔ = êÔ · {Ô};

üðïõ Ô ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë êáé êÔ = âC(T ); âÇ =
∑

ð∈ Ç (sgnð)ð. ÄçëáäÞ ôï êT åßíáé ôï
ðñïóçìáóìÝíï Üèñïéóìá ôùí ìåôáèÝóåùí ðïõ äéáôçñïýí ôéò óôÞëåò.

ÐáñÜäåéãìá 10.7 .

ë = (3; 2), Ô =
4 1 2
3 5 , ôüôå :

êô = e− (34)− (15) + (34)(15) = (e− (34))(e− (15))

Óõíåðþò Ý÷ïõìå :

eÔ = êÔ · {T} =
4 1 2
3 5 −

3 1 2
4 5 −

4 5 2
3 1 +

3 5 2
4 1

ËÞììá 10.8 .
Ãéá ôáìðëþ Ô ó÷Þìáôïò ë`n êáé ð ∈ Sn, Ý÷ïõìå :

á)êðÔ = ðêÔð−1

â)eðÔ = ðeÔ

Ïñéóìüò 10.9 .
Ôï õðïóýíïëï Së ôïõ Ìë ðïõ ðáñÜãåôáé ãñáììéêÜ áðü ôá ðïëõôáìðëïåéäÞ ó÷Þìáôïò ë ëÝãåôáé

Specht module ôïõ ë`n.

Ðñüôáóç 10.10 .
Ôï Së åßíáé êõêëéêü Sn−module êáé ðáñÜãåôáé áðü ïðïéïäÞðïôå ðïëõôáìðëïåéäÝò eÔ ó÷Þìáôïò

ë.

ËÞììá 10.12 .
¸óôù Ç ≤ Sn êáé bH =

∑
ð∈ Ç (sgnð)ð ∈ CSn, ôüôå :

i. Áí ð∈ Ç ôüôå: ðbH = bHð = (sgnð)bH

ii. ãéá u; v ∈ Ìë, ôüôå : < bHu; v >=< u; bHv >

iii. Áí ç áíôéìåôÜèåóç (i; j) ∈ H ôüôå : bH = x(e− (i; j)) ãéá êÜðïéï x ∈ CSn

iv. Áí (i; j) ∈ H êáé ôï ôáìðëþ Ô Ý÷åé ôï i,j óôçí ßäéá ãñáììÞ ôüôå: bH{T} = 0.

ËÞììá 10.13 .
¸óôù ë,ì`n êáé ôáìðëþ Ô;Ô ′ ó÷Þìáôïò ë êáé ì áíôßóôïé÷á, ôüôå :

i. Áí êÔ{Ô ′} 6= 0 ⇒ ëB ì

sotirishasapis@yahoo.gr ÓùôÞñéïò Ä. ×áóÜðçò
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10 SPECHT MODULES

ii. Aí êÔ{Ô ′} 6= 0 êáé ë = ì ⇒ êÔ{Ô ′} = ±eT

Ðüñéóìá 10.14 .
Áí ôï ôáìðëþ Ô Ý÷åé ó÷Þìá ë êáé u ∈Më ôüôå êÔu åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ eÔ .

Èåþñçìá 10.15 Submodule Theorem.
Áí U ⊂Më åßíáé Sn −module ôüôå: U ⊃ Së Þ U ⊂ Së⊥.

Åéäéêüôåñá ôï Së åßíáé áíÜãùãï.

Ðñüôáóç 10.16 .
¸óôù ö : Së → Ìì Ýíáò Sn−ïìïìïñöéóìüò, üðïõ ë,ì `n, ôüôå :

i. Áí ñ 6= 0 ôüôå ëB ì

ii. Áí ë=ì ôüôå õðÜñ÷åé c ∈ C ìå ö(u) = cu ãéá êÜèå u ∈ Së.

Ðüñéóìá 10.17 .
Ôá Së ãéá ë`n äßíïõí üëá ôá áíÜãùãá Sn−ðñüôõðá êáé ôï êáèÝíá åìöáíßæåôáé áêñéâþò ìßá

öïñÜ.
Åðßóçò, ãéá ì`n Ý÷ïõìå ôç äéÜóðáóç :

Mì =
⊕

ëBì
mëìSë

ìå mëì ∈ Z≥ 0 êáé mìì = 1; ∀ ì ` n.
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11 YOUNG TABLEAU

11 Young tableau

Ïñéóìüò 11.1 .
¸íá ôáìðëþ Ô ëÝãåôáé Young ôáìðëþ, áí êÜèå ãñáììÞ êáé êÜèå óôÞëç ôïõ Ô åßíáé áýîïõóá

ðñïò ôá äåîéÜ êáé ðñïò ôá êÜôù áíôßóôïé÷á.
Óõìâïëßæïõìå ìå fë ôï ðëÞèïò ôùí Young ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë.

ÐáñÜäåéãìá 11.2 .
Ðñïöáíþò fn = f1n = 1. Åíþ ôá Young tableau ó÷Þìáôïò (3,2) åßíáé ôá :

1 2 3
4 5

1 2 4
3 5

1 2 5
3 4

1 3 4
2 5

1 3 5
2 4 ÄçëáäÞ f (3;2) = 5

Èåþñçìá 11.3 .
Ôï óýíïëï {eT : T Y oung tableau ó÷çìáôïò ë} áðïôåëåß âÜóç ôïõ Së.

Ðüñéóìá 11.4 .
á) dimSë = fë, ãéá êÜèå äéáìÝñéóç ë.
â)

∑
ë`n(f

ë)2 = n!

Ïñéóìüò 11.5 .
Ìßá áóèåíÞò óýíèåóç ôïõ n åßíáé ìßá áêïëïõèßá ë = (ë1; ë2; :::; ëê) ìç áñíçôéêþí áêåñáßùí ìå

ë1 + ë2 + :::+ ëê = n.
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12 ÃÅÍÉÊÅÕÌÅÍÁ TABLEAU

12 ÃåíéêåõìÝíá tableau

Ïñéóìüò 12.1 ÃåíéêåõìÝíï ôáìðëþ.
ÃåíéêåõìÝíï tableau ó÷Þìáôïò ë åßíáé ìßá áðåéêüíéóç áðü ôá ôåôñÜãùíá ôïõ äéáãñÜììáôïò

Young ó÷Þìáôïò ë óôï Z>0.
Áí ìé ôï ðëÞèïò ôùí ôåôñáãþíùí ôïõ ôáìðëþ Ô óôá ïðïßá áíôéóôïé÷åß ôï é ôüôå ç áóèåíÞò óõíèåóç

ì = (ì1; ì2; :::) ôïõ n ëÝãåôáé ðåñéå÷üìåíï (Þ ôýðïò=type)( content) ôïõ Ô .
Tëì : óýíïëï ãåíéêåõìÝíùí ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë êáé ðåñéå÷ïìÝíïõ ì:

ÐáñáôÞñçóç - Ó÷üëéï 12.2 .
Ôï Sn-module Mì ïñßæåôáé üôáí ôï ì åßíáé áóèåíÞò óýíèåóç ôïõ n êáé äåí åîáñôÜôáé áðü ôç

äéÜôáîç ôùí ìåñþí ôïõ ì.

Ðñüôáóç 12.3 .
Ãéá êÜèå ë`n ôá CÔëì êáé Ìì åßíáé éóüìïñöá ùò Sn−ðñüôõðá.

Ïñéóìüò 12.4 .
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13 ÌÉÁ ÂÁÓÇ ÔÏÕ HOM(SË;ÌÌ ) ÊÁÉ Ï ÊÁÍÏÍÁÓ ÔÏÕ YOUNG

13 Ìßá âÜóç ôïõ Hom(Së;Ìì) êáé ï êáíüíáò ôïõ Young

Ïñéóìüò 13.1 .
Ôï Ô∈ Ôëì ëÝãåôáé ãåíéêåõìÝíï Young tableau ó÷Þìáôïò ë êáé ðåñéå÷ïìÝíïõ ì, áí ïé óåéñÝò

ôïõ áõîÜíïõí (áóèåíþò) ðñïò ôá äåîéÜ êáé ïé óôÞëåò áõîÜíïõí ãíÞóéá ðñïò ôá êÜôù.
Yëì: Ôï óýíïëï ôùí ãåíéêåõìÝíùí Young tableau ó÷Þìáôïò ë êáé ðåñéå÷ïìÝíïõ ì.

Èåþñçìá 13.2 .
Ôï óýíïëï {èÔ : Ô ∈ Cëì} áðïôåëåß âÜóç ôïõ HomSn(Së;Ìì). Åéäéêüôåñá éó÷ýåé :

dimHomSn(Së;Ìì) = #Yëì

Ïñéóìüò 13.3 Áñéèìïß Kostka.
Ïé áñéèìïß êëì = #Yëì ëÝãïíôáé áñéèìïß Kostka.

Ðüñéóìá 13.4 Êáíüíáò Young.
Áí ë,ì `n ç ðïëëáðëüôçôá ìå ôçí ïðïßá ôï Së åìöáíßæåôáé óôç äéÜóôáóç ôïõ Ìì óå áíÜãùãá

Sn-ðñüôõðá åßíáé ßóç ìå êëì. ÄçëáäÞ :

Mì ≡
L
ë`n êëìSë

¢óêçóç 13.5 .
Íá äåé÷èåß üôé áí Êëì 6= 0 ôüôå ëB ì (ë,ì`n) êáé üôé êëë = 1.
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14 ÓÕÌÂÏËÉÓÌÏÉ

14 Óõìâïëéóìïß

Së = S({1; 2; ::; ë1})× S({ë1 + 1; :::; ë1 + ë2})× :::× S({n− ëê + 1; :::; n}) =

= Së1 × Së2 × :::× SëêÕðïïìÜäá Young ó÷Þìáôïò ë
{Ô} : ôï ôáìðëïåéäÝò=êëÜóç éóïäõíáìßáò ôáìðëþ
Më : Ôï Óí-ðñüôõðï áðü ôç äñÜóç ôùí ìåôáèÝóåùí óôá í ôáìðëïåéäÞ
áÇ =

∑
ð∈ Ç ð

bH =
∑

ð∈ Ç (sgnð)ðÐñïóçìáóìÝíï Üèñïéóìá ìåôáèÝóåùí
êÔ = bC(T ) : ÐñïóçìáóìÝíï Üèñïéóìá ìåôáèÝóåùí ðïõ äéáôçñïýí ôéò óôÞëåò
eÔ = êÔ :{Ô} : ÐïëõôáìðëïåéäÝò ó÷Þìáôïò ë :
Ôï Üèñïéóìá ôùí äñÜóåùí ôùí ìåôáèÝóåùí ðïõ äéáôçñïýí ôéò óôÞëåò óôï ôáìðëþ Ô.
Së : Specht module ôïõ ë`n
To õðïóýíïëï ôïõ Ìë ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ðïëõôáìðëïåéäÞ ó÷Þìáôïò ë
fë : ôï ðëÞèïò ôùí Young tableau ó÷Þìáôïò ë
ëi : ÁóèåíÞò óýíèåóç ôïõ n
T t : ÁíÜóôñïöï ôáìðëþ ðïõ ðñïêýðôåé áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ãñáììÝò ìå ôéò óôÞëåò
Tëì : óýíïëï ãåíéêåõìÝíùí ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë êáé ðåñéå÷ïìÝíïõ ì
Yëì : Ôï óýíïëï ôùí ãåíéêåõìÝíùí Young tableau ó÷Þìáôïò ë êáé ðåñéå÷ïìÝíïõ ì
á
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ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÁ

Ðåñéå÷üìåíá

1 ÅÉÓÁÃÙÃÇ 1

2 ÁíáðáñáóôÜóåéò 1

3 ÁíÜãùãåò áíáðáñáóôÜóåéò êáé ôï èåþñçìá ôïõ Maschke 3

4 G- ïìïìïñöéóìïß êáé ôï ëÞììá ôïõ Schur 4

5 ×áñáêôÞñåò 5

6 Ôáíõóôéêü ãéíüìåíï êáé Hom 7

7 ÐñïâïëÝò êáé ïñèïãùíéüôçôá 7

8 Ðåñéïñéóìüò êáé åðáãùãÞ 7

9 Äéáìåñßóåéò áêåñáßùí 8
9.1 ÕðïïìÜäåò Young êáé ôáìðëþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

10 Specht Modules 10

11 Young tableau 13

12 ÃåíéêåõìÝíá tableau 14

13 Ìßá âÜóç ôïõ Hom(Së;Ìì) êáé ï êáíüíáò ôïõ Young 15

14 Óõìâïëéóìïß 16
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ÅõñåôÞñéï

dominates, 8

Ferrers, 8

Specht module, 11, 16
Specht Modules, 10

tabloid, 10

Young ôáìðëþ, 13

ÃåíéêåõìÝíï ôáìðëþ, 14

ÄéáìÝñéóç, 8
ÄéáôÜîåéò äéáìåñßóåùí, 8

ÐïëõôáìðëïåéäÝò ó÷Þìáôïò ë, 11

ÔáìðëïåéäÝò, 10

áíôßóôñïöç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç, 8
áñéèìïß Kostka, 15
áóèåíÞò óýíèåóç, 13

ãåíéêåõìÝíï Young tableau , 15

äéáãñÜììáôá Young, 8

êõñéáñ÷åß, 8

ìÝñç, 8

ðåñéå÷üìåíï, 14

ôáìðëþ, 16
ôáìðëþ ó÷Þìáôïò ë, 9
ôýðïò, 8

õðïïìÜäá Young, 8
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